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21 点と直線 

176 

(1) ÷
ø
ö

ç
è
æ=÷

ø
ö

ç
è
æ ++++

3
20,26

3
2000,

3
15630  

(2) 

 辺 OA の垂直二等分線の方程式 

  
2
63

=x  ・・・① 

 辺 OB の垂直二等分線の方程式 

  辺 OB の中点 ÷
ø
ö

ç
è
æ 10,

2
15

を通り，傾きが
3
4

15
20

= である OB と直交するから， 

10
2

15
4
3

+÷
ø
ö

ç
è
æ --= xy  ・・・② 

 外心は各辺の垂直二等分線の交点だから， 

①と②の連立方程式を解くことにより，外心の座標は ÷
ø
ö

ç
è
æ - 8,

2
63  

(3) 

 △OAB の面積は，底辺を OA にとると高さが 20 だから， 6302063
2
1

=××  ・・・③ 

 また，内接円の半径を r とすると，その面積は ( ) ( )ABOB63
2
1ABOBOA

2
1

++=++ rr  

 これと， ( ) 25554352015OB 2222222 ==+=+=  

 ( ) ( ) ( ) 52134512420482001563AB 222222222 ==+=+=-+-= より， 

 △OAB の面積は ( ) rr 70522563
2
1

=++  ・・・④ 

 ③＝④より， 63070 =r  9=\ r  ・・・⑤ 
 △OAB の内接円は OA すなわち x軸と接するから内心の y座標は内接円の半径と等しい。 

 したがって，内心の x座標を aとすると，内心は ( )9,a である。 

 また，⑤および内心と直線 OB すなわち 034 =- yx の距離より，
( )

9
34

934
22
=

-+

×-× a
 

ただし，内心は△OAB の内部の点だから， 0>a である。 

よって， 45274 =-a より， 18=a  
 ゆえに，内心の座標は ( )9,18  
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(4) 

 点 B を通り，直線 OA と直交する直線の方程式 

  15=x  ・・・⑥ 

 点 A を通り，直線 OB と直交する直線の方程式 

  傾きが
3
4

15
20

= である OB と直交するから， ( )63
4
3

--= xy  ・・・⑦ 

 ⑥と⑦の連立方程式を解くことにより，垂心の座標は ( )36,15  

177 

(1) 

 ①，②，③と垂直なベクトルはそれぞれ ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
2
2

， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-1
a

， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-1

2a
である。したがって，3 直線

がただ 1点で交わるためにはこれら 3つのベクトルが互いに独立であることが必要である。 

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
2
2

と ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-1

2a
は， 02 ³a より，互いに独立である。 

 ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
2
2

と ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-1
a

が互いに独立ならば ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

-¹÷÷
ø

ö
çç
è

æ
1

2
2
2 a

より， 1-¹a  

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-1

2a
と ÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-1
a

が互いに独立ならば ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-

¹÷÷
ø

ö
çç
è

æ

- 11

2 aa
より， aa ¹2 すなわち 0¹a ， 1¹a  

よって，必要条件は 1,0,1-¹a  

 したがって，①～③の交点の座標を ( )qp, とすると，
ï
î

ï
í

ì

=-

=-
=+

22

1
722

aqpa

qap
qp

 ( )1,0,1-¹a  

 722 =+ qp ， 1=- qap より， ( ) 27222 +=-++ qapqp  ( )12
9
+

=\
a

p  ・・・④ 

 22 aqpa =- ， 1=- qap より， ( ) 122 -=--- aqapqpa  
a

ap 1+
=\  ・・・⑤ 

 ④，⑤より， ( ) a
a

a
1

12
9 +

=
+

 よって， ( )( ) 0212 =-- aa  2,
2
1

=\a  

(2) 

 3 直線がただ 1 点で交わる，または，3 直線のうち 2 直線が平行であればよい。 

 3 直線がただ 1 点で交わるときの aの値は，(1)の解より， 2,
2
1  

 2 直線が平行となる aの値は，(1)より， 1,0,1- が考えられ，これらのうち， 1-=a のとき

は①と②が， 0=a のときは②と③が平行となり条件を満たすが， 1=a のときは②と③が

同一直線となり不適。以上より， 2,
2
1,0,1-=a  
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178 
 bac === CA,BC,AB とおくと， 

 
( )( ) ( )( )

( )22222

222222

24

2222ABBC2AC2

cbaba

cab

-+++=

-++=-++

　　　　　　　　　　　
 

 ここで， bac +< より， ( )22 bac +<  ( )22 bac +->-\  

 よって， 

( )( ) ( )
( ){ }

( )
0

2

44

24

242ABBC2AC2

2

22

22222

22222222

³
-=

-+=

+-+++>

-+++=-++

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

ab

abba

bababa

cbaba

 

ゆえに， ( )( ) 02ABBC2AC2 222 >-++  すなわち ( )( )222 BC2AC22AB ++<  

179 

(1) 

与式を yについて整理すると， ( ) ( ) 08102 22 =++--+ xaxyxy  
これを yの 2 次方程式とみなすと，解の公式より， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
2

3636142

2
810422

2

22

+++±--
=

+++-±--
=

xxax

xaxxx
y

 

したがって，これが 2 直線を表すとき， 

( ) ( )22 363614 qpxxxa +=+++ となるような適当な実数 qp, が存在すればよい。 

こ の と き ， ( ) ( )22 363614 qpxxxa +=+++ す な わ ち

( ) 2222 2363614 qpqxxpxxa ++=+++ は恒等式だから， 142 += ap ， 362 =pq ， 362 =q

が成り立てばよい。 

362 =q より， 6±=q  
これと 362 =pq より， 3±=p  

これを 142 += ap に代入し， aを求めると， 2=a  

よって，与式が 2 直線を表すときの aの値は 2 

(2) 

 2=a と
( ) ( )

2
3636142 2 +++±--

=
xxax

y より， 

( )

( ) ( )
2

632

2
363692

2

2

+±--
=

++±--
=

xx

xxxy
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( )

( ) ( )

22,4
2

632
2

632

--+=

+±--
=

+±--
=

xx

xx

xx

　

　

　

 

 よって，2 直線は 22,4 --=+= xyxy  

  この 2 直線の交点を B とすると，連立方程式
î
í
ì

--=
+=

22
4
xy

xy
を解くことにより，B ( )2,2-  

  直線 lと直線 22 --= xy の交点は点 A ( )2,0 -  

また，直線 lと直線 4+= xy の交点を C ( )4, +tt とおく。 

  △ABC の底辺を AB とすると， ( ) ( ){ } 522202AB 22 =--+--=  

  高さを hとすると，hは C ( )4, +tt と 22 --= xy すなわち 022 =++ yx との距離だから， 

  
5

23

12

242
12

+
=

+

+++
=

ttt
h  

  よって，△ABC の面積は 23
5

23
52

2
1AB

2
1

+=
+

××=×× t
t

h と表せる。 

  これが 18 と等しいから， 1823 =+t より， 62 ±=+t  8,4 -=\t  

  よって，C の座標は ( )8,4 または ( )4,8 --  

  直線 lは A と C を通る直線だから，その方程式を求めると， 

  2
40
82

-
-
--

= xy ，
( )
( ) 2

80
42

-
--
---

= xy より， 2
2
5

-= xy または 2
4
1

-= xy  

180 

 直線 AB の傾きは
abab

ab 1
11

-=
-

-
だから， 

点 C を通り，直線 AB と直交する直線の方程式は ( )
c

cxaby 1
+-=  ・・・① 

 点A を通り，直線BC と直交する直線の方程式は，同様にして， ( )
a

axbcy 1
+-=  ・・・② 

 垂心 H は①と②の交点だから，その x座標は ( ) ( )
a

axbc
c

cxab 11
+-=+- より，

abc
x 1

-=  

 また，これと①より， abcy -=  

 よって，H ÷
ø
ö

ç
è
æ -- abc

abc
,1  

 ゆえに，H は曲線 K上にある。 
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H は曲線 K上にあるから，△ABC の場合と同様にして， 

△ABH の垂心は ÷
ø
ö

ç
è
æ=

÷÷
÷
÷
÷

ø

ö

çç
ç
ç
ç

è

æ

÷
ø
ö

ç
è
æ-×-

÷
ø
ö

ç
è
æ-×

-
c

c
abc

ab

abc
ab

1,1,
1

1  

ゆえに，△ABH の垂心は点 C に一致する。 

181 

(1) 
 ( )( ) ( )aybxibyaxyixbia ++-=++ より， 

 2=- byax は 1L を， 3-=+ aybx は 2L を表す。 

ただし， 022 >+ ba より， 0== ba は成り立たない。 
したがって， 1L と 2L はともに yx, の 1 次式で表される。 

ゆえに， 1L と 2L はともに直線である。 

(2) 

 2=- byax と 3-=+ aybx の法線ベクトルは，それぞれ ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- b
a

と ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
a
b

 

 また， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- b
a

と ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
a
b

の内積は 0=- baab  

 よって， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- b
a

と ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
a
b

は互いに垂直である。 

ゆえに， 1L と 2L は互いに垂直である。 

(3) 
 2=- byax  ・・・① 

 3-=+ aybx  ・・・② 

 とすると， 

 ①× +a ②×bより， ( ) baxba 3222 -=+  22
32
ba
bax

+
-

=\  ( )022 ¹+ ba  

 ② -´a ① b´ より， ( ) bayba 2322 --=+  22
23
ba
bay

+
--

=\  ( )022 ¹+ ba  

 ゆえに， 1L と 2L の交点は ÷
ø
ö

ç
è
æ

+
--

+
-

2222
23,32
ba
ba

ba
ba  
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182 
 直線 1++= mmxy は， ( ) 11 ++= xmy と表せることから，定点 ( )1,1- を通る直線である。 

 よって，この直線が交わることができる 2 辺は OB，OA または OB，AB である。 

 直線が辺 OB，OA と交わるとき 

  △OAB が直線で 2 分されてできる x軸側の三角形に注目すると， 

A を通る直線で 2 分されたとき，その面積は最大になる。 

そこで，その面積を求めると， 

直線 1++= mmxy が A を通るとき， 140 ++= mm より，
5
1

-=m  

  よって，A を通る直線の方程式は
5
4

5
1

+-= xy  

  また，この直線と辺 OB との交点の座標は， 

5
4

5
1

+-= xy と ( )20 ££= xxy の連立方程式を解くことにより， ÷
ø
ö

ç
è
æ

3
2,

3
2  

よって，面積は
3
4

3
24

2
1

=××  

一方，△ABC の面積は 424
2
1

=××  

ゆえに，2 分されてできる x軸側の三角形の面積は△ABC の面積の半分より小さい。 

したがって，直線が辺 OB，OA と交わるとき△ABC の面積は 2 等分されない。 

 

x

y

O
A

B

4 2 

2 

- 1 

1 

2
3  

2
3  
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 直線が辺 OB，AB と交わるとき 

B から x軸に下ろした垂線の足を B’， 

直線と辺 OB との交点を P，P から x軸に下ろした垂線の足を P’， 

直線と辺 AB との交点を Q，Q から x軸に下ろした垂線の足を Q’とすると， 

AB'
Q'B'

OB'
P'B'

BA
BQ

BO
BP

ΔBOA
ΔBPQ

×=×=  

したがって，
2
1

AB'
Q'B'

OB'
P'B'

=× となるようなmの値を求めればよい。 

mの範囲は，A を通るとき
5
1

-=m ，B を通るとき ( ) 3
1

12
12

=
--
-

=m より，
3
1

5
1

<£- m  

このとき， 

P’の座標は， 1++= mmxy と xy = の連立方程式を解くことにより，P’ ÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

- 0,
1
1

m
m  

Q’の座標は， 1++= mmxy と 4+-= xy の連立方程式を解くことにより，Q’ ÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+- 0,
1
3

m
m  

また，B’ ( )0,2  

よって， 

( )
( )
( )

44
169

12
13

12
13

2

2
1
3

2
1
12

AB'
Q'B'

OB'
P'B'

2

2

-
-+-

=

+
--

×
-
-

=

-
+
+-

×
÷
ø
ö

ç
è
æ

-
+

--
=×

m
mm

m
m

m
m

m
m

m
m

　　　　　

　　　　　  

これと
2
1

AB'
Q'B'

OB'
P'B'

=× より，
2
1

44
169

2

2
=

-
-+-

m
mm  

両辺に 44 2 -m を掛け，整理すると， 01611 2 =-- mm  

解の公式および
3
1

5
1

<£- m より，
11

523 -
=m  
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x

y

O

P
Q

P' Q'
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B

4 2 

2 

- 1 

1 



2017 スタンダード数学演習Ⅰ・Ⅱ・A・B 受験編を解いてみた    http://toitemita.sakura.ne.jp 

9 

183 

 ∠ATB が直角のとき， 0BTAT =×  

したがって， ÷÷
ø

ö
çç
è

æ

-

+
=

4

2
AT 2t

t
， ÷÷

ø

ö
çç
è

æ

-

-
= 22BT

bt

bt
より， ( )( ) ( )( ) 042 222 =--+-+ bttbtt  

これを整理すると， ( )( ) ( ){ } 01222 2 =+--+-+ btbtbtt  

これと， bt <<-2 より， ( ) 01222 =+--+ btbt  

よって， ( ) 01222 =+--+ btbt が bt <<-2 において少なくとも 1 つの解をもつようなb  

の範囲を求めればよい。 

そこで， ( ) ( ) 1222 +--+= btbttf とおき，放物線 ( )tf が bt <<-2 において t軸と少なく

とも 1 つの共有点をもつようなbの範囲を求める。 

求め方 1 共有点の個数で分類 

 (a) bt <<-2 に 2 つの共有点（接する場合を含む）をもつときのbの範囲 

  ( ) ( ) ( )
4

4
2

2122
2

2 +
-÷

ø
ö

ç
è
æ -
+=+--+=

bbbtbtbttf より， 

  軸
2

2-
-=
bt について 

bb
<

-
-<-

2
22 より， 6

3
2

<< b  ・・・① 

  頂点の ( )tf すなわち
( )

4
4

2
2 +

-=÷
ø
ö

ç
è
æ -
-

bbbf について 

0
2

2
£÷

ø
ö

ç
è
æ -
-
bf より， ( ) 04 ³+bb  bb £-£\ 0,4  ・・・② 

( ) 942 +-=- bf および ( ) 142 2 +-= bbbf について 

( ) 02 >-f かつ ( ) 0>bf より，
4
9

2
22

<<
+ b  ・・・③ 

よって， bt <<-2 に 2 つ共有点をもつときのbの範囲は， 

①かつ②かつ③より，
4
9

2
22

<<
+ b  ・・・④ 

 (b) bt <<-2 に 1 つの共有点をもつときのbの範囲 
  ( ) ( ) ( ) ( ) 02,0,02 <×-==- bffbff の 3 つの場合に分けて bの範囲を求める。 

 (b-1) ( ) 02 =-f のとき 

( ) 01222 =+--+ btbt のもう 1 つの解をa とすると，解と係数の関係より， 
( )22 --=+- ba  4+-=\ ba  ・・・⑤ 

( ) 0942 =+-=- bf より，
4
9

=b  ・・・⑥ 
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⑥を⑤に代入し，もう 1 つの解a を求めると，
4
74

4
9

=+-=a  ・・・⑦ 

⑥，⑦より， b<<- a2 が成り立つ。 

よって，⑥のとき， bt <<-2 に 1 つの共有点をもつ。 
(b-2) ( ) 0=bf のとき 

( ) 01222 =+--+ btbt のもう 1 つの解を b とすると，解と係数の関係より， 
( )2--=+ bb b  22 +-=\ bb  ・・・⑧ 

( ) 0142 2 =+-= bbbf より，
2

22 ±
=b  ・・・⑨ 

⑧，⑨より， ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -
÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-

+
= 2,

2
22,2,

2
22, bb  

よって， b<<- b2 が成り立つbは
2

22 +
=b  ・・・⑩ 

(b-3) ( ) ( ) 02 <- bff のとき 

( )tf は連続で，（ ( ) 02 <-f かつ ( ) 0>bf ）または（ ( ) 02 >-f かつ ( ) 0<bf ）だから， 

中間値の定理より， bt <<-2 に 1 つの共有点をもつ。 

  よって， ( ) ( ) ( )( ) 0142942 2 <+-+-=- bbbbff を解くことにより， 

2
22

2
22 +

<<
- b または b<

4
9

・・・⑪ 

 以上より，bは④，⑥，⑩，⑪のいずれかを満たせばよい。 

よって，
2

22 -
>b  

求め方 2 軸の位置で分類 

( ) ( ) ( )
4

4
2

2122
2

2 +
-÷

ø
ö

ç
è
æ -
+=+--+=

bbbtbtbttf より，軸
2

2-
-=
bt  

そこで， ( )tf を軸の位置で分類し，それぞれの場合において， bt <<-2 に共有点をもつ

ようなbの範囲を求める。 

(i) 2
2

2
-£

-
-
b

のとき 

  2
2

2
-£

-
-
b

を解くと， 6³b  ・・・① 

  ( ) 0942 <+-=- bf かつ ( ) 0142 2 >+-= bbbf より， 

4
9

>b かつ（
2

22 -
<b または b<+

2
22

） 
4
9

>\b  ・・・② 

①かつ②より， 6³b  
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(ii) bb
<

-
-<-

2
22 のとき 

 bb
<

-
-<-

2
22 を解くと， 6

3
2

<< b  ・・・③ 

  頂点の ( )tf すなわち
( )

4
4

2
2 +

-=÷
ø
ö

ç
è
æ -
-

bbbf について 

0
2

2
£÷

ø
ö

ç
è
æ -
-
bf より， ( ) 04 ³+bb  bb £-£\ 0,4  ・・・④ 

( ) 942 +-=- bf および ( ) 142 2 +-= bbbf について 

 ( ) 0942 >+-=- bf または ( ) 0142 2 >+-= bbbf  

これと 2->b より， 

4
92 <<- b または（

2
222 -

<<- b または b<+
2

22
） すなわち 2->b  ・・・⑤ 

③かつ④かつ⑤より， 6
3
2

<< b  

(iii) 
2

2-
-£
bb のとき 

2
2-

-£
bb を解くと，

3
2

£b  

これと 2->b より，
3
22 £<- b  ・・・⑥ 

  ( ) 0942 >+-=- bf かつ ( ) 0142 2 <+-= bbbf より，
4
9

<b かつ
2

22
2

22 +
<<

- b  

  
2

22
2

22 +
<<

-
\ b  ・・・⑦ 

  ⑥かつ⑦より，
3
2

2
22

£<
- b  ・・・⑧ 

以上より，bは①，③，⑧のいずれかを満たせばよい。 

よって，
2

22 -
>b  


